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基于快速稀疏正则化的旋转梁损伤识别*
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摘 要：将旋转叶片简化为旋转梁，文章提出了一种基于快速稀疏正则化的旋转梁损伤识别方法。该方法将结

构损伤识别简化成非线性最小二乘问题，即寻找损伤参数，使得模态残差最小。损伤识别是典型的反问题，通

常具有非适定性，即识别结果对测量误差十分敏感。为克服非适定性并快速求解损伤识别反问题，提出了一种

快速稀疏正则化方法。该方法将稀疏正则化简化成一个摩擦模型，模型中的静摩擦力即为正则化参数。数值算

例表明，该方法不仅能准确识别出旋转梁的损伤程度和位置，还可以快速地确定正则化参数，从而有效地减少

迭代次数，提高计算效率。
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Damage detection of rotating beam with fast sparse regularization

YANG Dahao，LÜ Zhongrong，WANG Li

School of Aeronautics and Astronautics，Sun Yat-sen University，Guangzhou 510006，China

Abstract：In this paper，the rotor blade is simplified to rotating beam for which the proposed fast

sparse regularization approach is applied to realize the damage detection. The damage detection can be

formulated as a nonlinear least squares problem that finds the damage parameters to minimize the resid‐

uals between the calculated modal data and the measured modal data. Damage detection is a typical in‐

verse problem which is usually ill-pose，i. e. ，the identification is sensitive to the noise. To overcome

such ill-posedness and quickly deal with the inverse problem，the fast sparse regularization approach is

proposed，which transforms the sparse regularization into a frictional-model，whose regularization pa‐

rameter is the static friction force. Numerical example demonstrates the accuracy and efficiency of the

proposed approach for it enable to select the suitable regularization parameter quickly.

Key words：：rotating beam；damage detection；sensitivity analysis；sparse regularization；regulariza‐

tion parameter

在工程中，风机叶片［1］、直升机叶片［2］等是相关结构的重要部件，并且可以简化成旋转梁模型。在

长期的工作环境下，这些重要部件容易产生裂纹、发生损伤、甚至断裂，严重地影响使用安全和经济效

益。为此，有必要对旋转梁实行结构健康监测，维护整体结构正常运作。已有的研究表明，旋转梁会发

生大幅运动和微弹性变形［3］；在科氏力和离心力的作用下，容易产生刚度效应［4-5］。为此，引入非笛卡尔

坐标系变量延伸变形 s（stretch deformation）与笛卡尔坐标系变量翼弦变形 v（chordwise deformation）、挥

舞变形w（flapwise deformation），以建立可以反映旋转梁更为真实运动的线性偏微分方程，并且使用有限
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单元法进一步得到离散方程［6］。

结构损伤识别是典型的反问题，在噪声影响或者数据不足的情况下，该反问题往往是一个病态的待

求解目标方程。为了克服该弊端，需要引入正则化约束，如 Tikhonov正则化［7-8］，稀疏正则化［9-11］。Tik⁃
honov正则化是L2范数并具有连续可导性质。目标方程在引入Tikhonov正则化之后，可以通过 SVD分解，

获得解析解，但正则化参数仍然由L-curve曲线确定［7］。实际上，结构损伤数目是具有稀疏性的，即损伤

数目应该是少量的，这与稀疏正则化所呈现的性质一致。为此，本文使用稀疏正则化求解目标函数，以

呈现更好的鲁棒性。稀疏正则化项即L1正则化项，由于不具有连续可导性质，使得目标方程求解显得较

为困难。目前已有较为成熟的算法［10］，如 LASSO法（least absolute selection and shrinkage operator）、内点

法（interior point method）、主动集法（active set method）。但这些方法都需要确定一个合适的稀疏正则化

参数。已有的稀疏正则化参数确定方法有［11］：L-curve曲线法，差异原则法（method of discrepancy princi⁃
ple）以及广义交叉验证法（GCV，generalized cross-validation method）等。这些方法应用较为广泛，但容

易受到噪声的影响且不可避免地有着计算代价高的缺点。为克服此类缺点，本文提出一种受摩擦模型启

发的快速稀疏正则化方法。该方法指出，引入稀疏正则化相当于引入摩擦效应，其中稀疏正则化参数对

应于静摩擦力。基于摩擦模型的物理意义，可直接选定某个摩擦力为正则化参数，从而快速求解目标函

数，识别损伤程度和位置。数值算例表明，该方法具有效率高、鲁棒性强的优势。

1 旋转梁动力模型

如图 1所示，旋转梁的长度为 L，质量密度为 ρ，杨氏模量为E，截面面积为A，关于 y轴和 z轴的极惯

性矩为 Iy，Iz，且有 Iy = Iz。给定旋转速度Ω，旋转梁上一点从P运动到P′，其位移向量设为 dr。在笛卡尔

坐标系下，该点的运动速度（证明见附录）为［12］：

ṙP = ( ∂u∂t - Ωv ) i + [
∂v
∂t + Ω (a + x + u ) ] j +

∂w
∂t k， （1）

其中 a是转台的半径，u、v、w是轴向变形、翼弦变形、挥舞变形。引入非笛卡尔坐标系变量延伸变

形 s［3］，则

u̇ = ṡ - ∫0x ∂v∂ξ ∂v̇∂ξ dξ - ∫0x ∂w∂ξ ∂ẇ∂ξ dξ. （2）
至此，可以得到在混合变量 s、v、w下的动能和应变能，利用哈密顿原理，旋转梁的自由振动方程为

∫t1t2 ∫0L δ{ }ρA( ṙP )2
2 - E2

é

ë
êê

ù

û
úúA ( )∂s∂x

2
+ Iz ( )∂2 v

∂x2
2
+ Iy ( )∂2w

∂x2
2
dxdt = 0， （3）

其中 δ是一个微分算子。根据有限单元法，方程（3）的矩阵弱形式为［6］

Mw d̈w + (Kw + Ω 2Sw )dw = 0， （4）
M sv d̈ sv + 2ΩG sv ḋ sv + [ K sv + Ω 2 (S sv - M sv ) + Ω̇G sv ] d sv = 0， （5）

其中 dw、d sv分别是挥舞运动变形向量，翼弦变形向量；Sw、S sv是由旋转运动所产生的刚度矩阵，Gsv是陀

图 1 旋转梁模型

Fig. 1 Configuration of a rotating cantilever beam
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螺矩阵（gyroscopic matrix）；M sv、Mw是质量矩阵；Kw、K sv是刚度矩阵。显然，方程（4）、（5）分别表征

旋转梁的挥舞运动方程、翼弦运动方程。考虑匀速旋转的情况，即 Ω̇ = 0，通过求解方程（4）、（5）的特

征值问题［13］，可以获得旋转梁的模态数据，包括固有频率λ（特征值）和模态φ（特征向量）。

2 目标函数

结构损伤通常表现为系统刚度的局部减小，即相关单元刚度发生折减。设损伤系数为 pi，

pi ⊆ (-1，0 ]，其中 i表示的是第 i个单元。pi = -1时表示第 i个单元断裂，即完全损伤；pi = 0时表示第 i个

单元完好。一般，损伤位置是稀疏的，即系统的损伤参数 p = [ p1，p2，p3，...，pn ]具有少量非零元素，即具有

稀疏性。

系统刚度可以写成关于损伤参数的函数，即

Kw ( p ) = K 0
w +∑

i = 1

n

pi kiw；Ksv ( p ) = K 0
sv +∑

i = 1

n

pi kisv， （6）
其中K 0

w、K 0
sv是系统的无损刚度；kiw、kisv是第 i个单元的刚度。根据方程（4）、（5）的特征值问题，模态数

据R是关于 p的函数，即

R ( p ) = éë ù
û{ }λi

l

i = 1；{ }φi
l

i = 1 ， （7）
其中 l是测量的阶数。记测量获取的损伤旋转梁的模态数据为

-R = éë ù
û{ }-λi

l

i = 1；{ }-φi
l

i = 1 ， （8）
基于一般反问题理论，参数识别可以阐述为如下非线性最小二乘的优化问题：寻找参数 p =

[ p1，p2，p3，...，pn ]，使得

G ( p ) = ||-R - R ( p )||2W = ( )-R - R ( )p
T
W ( )-R - R ( )p （9）

取最小值，其中W是一个权重矩阵。

方程（9）是一个非线性目标函数，可以通过迭代法进行求解，即：

①给定初始值 p0 = [ 0，0，0，...，0 ]。
②基于第（k - 1）步迭代结果，求解第 k步的迭代值，即 pk = pk - 1 + Δp，其中Δp是在第 k步求解得

到的增量，k = [1，2，3，...，n ]。
③当满足收敛条件的时候，结束迭代求解。

为了求得增量Δp或参数 pk，在第 k - 1步时，对R ( pk )在 pk - 1处进行泰勒级数展开，即线性化处理

R ( pk ) = R ( pk - 1 + Δp ) ≈ R ( pk - 1 ) + S ( pk - 1 )Δp， （10）
其中S ( pk - 1 )是灵敏度矩阵，可通过对特征方程（4）、（5）进行灵敏度分析求得［13］。令

ΔR ( pk - 1 ) = -R - R ( pk - 1 )， （11）
则方程（9）可以改写成

G ( p，pk - 1 ) = ||ΔR ( pk - 1 ) - S ( pk - 1 ) ( p - pk - 1 )||2W . （12）
由于方程（12）仍可能是病态的，可添加L1正则化项，以额外引入稀疏性约束，此时目标方程变为

Gγ ( p，pk - 1 ) = ||ΔR ( pk - 1 ) - S ( pk - 1 ) ( p - pk - 1 )||2W + γ||p||， （13）
其中γ是正则化参数。通过求解方程（13）的最小值，即可求解得到增量Δp或参数 pk .
3 快速稀疏正则化

为求解最终目标方程（13），首先要确定稀疏正则化参数 γ。为此，可从一个由质量块、库伦摩擦单

元、弹簧单元组成的多自由度摩擦模型出发，如图 2所示。基于该模型，可推导出正则化参数 γ的表达

式，即快速稀疏正则化。

设整个物理摩擦模型系统所作的功为 fγ (α )，即
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f (α ) = 12 αTAα - bTα， （14）
fγ (α ) = f (α ) + γ||α||1， （15）

其中α、A、b、γ分别是质量块的位移向量、系统的刚度矩阵、外荷载向量、库伦摩擦单元的静摩擦力。方

程（14）第一项表示弹簧存储的能量，第二项为外力做的功。方程（15）的第二项为摩擦消耗的能量，

也就是说稀疏正则项的物理意义为能量耗散或外力做功［14］。

基于该摩擦模型，设α* = [ α*1，α*2，α*3，...，α*n ]是方程（15）的位移解，即

α* = arg min
α
fλ (α ) . （16）

此时，摩擦模型中的摩擦力向量F* = [ F *1，F *2，F *3，...，F *
n ]为［11］

F* = - ∂f (α )∂α |α = α* = b - Aα* . （17）
根据摩擦模型物理规律，摩擦力与位移满足如下性质：

（1） 如果作用在第 i个质量块下的库伦摩擦力小于静摩擦力，即 |F *
i | < γ，那么第 i个质量块保持静

止，即α*
i = 0。

（2） 如果第 j的质量块发生位移，即α*
j ≠ 0，那么一定有作用在第 j个质量块下的库伦摩擦力等于静

摩擦力，即 |F *
j | = γ。

这说明静摩擦力或者稀疏正则化参数γ控制着位移解α*的稀疏性，即非零元素的数量。对F *元素按

照各个元素的绝对值从大到小重新排序，即 F̄ * = [ F̄ *1，F̄ *2，F̄ *3，...，F̄ *
n ] (|F̄ *1 | ≥ |F̄ *2 | ≥ |F̄ *3 | ≥ ... ≥ |F̄ *

n |)。若

γ < F̄ *
j ，则至少有 j ( j < n )个非零位移。

基于以上摩擦模型的结论，结构损伤识别的目标方程（12）、（13）也具有相似的性质，即可以根据

摩擦力快速选择正则化参数。设第 k步迭代过程中，需要求解目标方程（13）的解 pk，即

pk = arg minp Gγ ( p，pk - 1 ) . （18）
根据摩擦力方程（16），此时结构损伤问题的“摩擦力向量”为

Fk ≈ - ∂G ( p，pk - 1 )∂p | p = pk - 1 = 2ST ( pk - 1 )WΔR ( pk - 1 ) . （19）
根据Fk各个元素的绝对值，从大到小排列Fk，得到新的向量-Fk。设正则化参数 γ为“摩擦力向量”

-Fk中的第La大的值，即

γ = -F La
k ， （20）

其中La为

La = integer ( )Lmin + (Lmax - Lmin )e-ζ (k - 1) ， （21）
其中 integer表示取实数的整部。 Lmin 是最终识别结果中的损伤数量 （即非零元素的数量），且有

Lmin ≥ d + 1，d是假定的损伤数量。Lmax是最大的损伤数量，且有 Lmax ≤ n。ζ是一个衰减系数，且有 ζ =
1

N - 1 ln ( )Lmax - Lmin
0.99 ，即在第N次迭代之后，有La = Lmin。

通过以上“摩擦力”的选择方程，即方程（20），可以有效控制解的稀疏性。方程（21）中的 La在初

图 2 快速稀疏正则化的物理摩擦模型

Fig. 2 Illustration of fast sparse regularization as a friction model

145



第 60卷中山大学学报（自然科学版）

始迭代时具有较大值，即正则化参数 γ具有较小值，即“更多的滑块可以滑动”，这可以避免损伤程度和

位置信息的丢失。在迭代一定次数之后，La具有最小值，此时 γ取得最大值，即“只有个别的滑块可以

滑动”，从而保证了最终结果的稀疏性。

4 数值算例

考虑一旋转梁，其长度 L = 0.5m，质量密度 ρ = 2 700 kg/m3，杨氏模量 E = 71GPa，截面面积 A =
10-4 m2，关于 y轴和 z轴的极惯性矩 Iy = Iz = 8.33 × e-12 m4。转台半径 a = 0.1m。将旋转梁离散成 11个单

元，设第 3个单元发生损伤，损伤稀疏为 pi = -0.3。考虑转速Ω = 30 rad/s。考虑特征值噪声为 0. 25%，特

征向量噪声为 5%。对于方程 （21） 中 La的选择，令 d = 1， Lmin = 1，Lmax = 11。在无噪声情况下，

N = 10；有噪声情况下，N = 100。基于快速稀疏正则化识别方法，只取前四阶模态数据即可取得较好的

识别结果，基于挥舞模态数据和翼弦模态数据的损伤识别结果分别如图 3- 4所示。为了进一步突出本文

所提方法的有效性、快速性，选取L2正则化方法［7］进行识别结果对比。为了取得较好的识别结果，需要

使用前六阶的模态数据。基于挥舞模态数据和翼弦模态数据的损伤识别结果分别如图 5- 6所示。

图 3- 4表明，在没有噪声的情况下，基于两种模态数据，快速稀疏正则化方法在第 7次迭代之后，

识别结果已经接近于准确值。在有噪声的情况下，基于挥舞模态数据的识别结果要优于基于翼弦模态数

据的识别结果，这是因为翼弦运动方程含有延伸变形，同时含有广义阻尼项 2ΩGsv，使得翼弦运动方程更

加复杂，容易受到转速的影响，求解相应的模态灵敏度也更加困难。在受到噪声的影响情况下，基于快

图 3 基于挥舞模态数据的识别结果

Fig. 3 The identification results based on the flapwise modal data

图 4 基于翼弦模态数据的识别结果

Fig. 4 The identification results based on the chordwise modal data
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速稀疏正则化的迭代收敛次数也仅 20次。相比L-curve曲线方法等选择不同的正则化参数，快速稀疏正则

化方法可以基于摩擦模型，直接选取“摩擦力”为正则化参数，在效率上具有显著优势［11］。此外，如图

5- 6所示，L2正则化在无噪声情况下，可以取得较为准确的识别结果，但是所需要的模态数据和迭代求

解次数显著增加，这对数据采集的传感器、计算机性能提出了更高的要求。在噪声影响下，L2正则化方

法错误地识别若干单元具有损伤，并且 p3的识别精度显著下降。由于翼弦模态响应更加复杂，L2正则化

识别方法在识别过程中也更加容易受到噪声数据的影响，如图 6所示。

为了确定快速稀疏正则化方法的识别精度，各工况的识别结果列于表 1。基于快速稀疏正则化的识别

结果，最大的相对误差发生在基于翼弦模态数据（噪声）的第 3个单元，仅为 6. 57%，表明所提方法具有

较高的损伤识别精度和鲁棒性。基于L2正则化的识别结果，该方法容易错误地识别单元损伤，最大误差

发生在基于翼弦模态数据（噪声）（L2）的第六个单元，错误识别值为-0. 053 6；最大相对误差发生在基

于挥舞模态数据（噪声）（L2）的第 3个单元，为 16. 4%。综上，基于快速稀疏正则化方法不仅可以利用

损伤位置和程度的稀疏性特性，提升识别结果的精度；还能准确地选择合适的正则化参数，提升收敛

速度。

5 小 结

本文提出一种快速稀疏正则化方法识别旋转梁的损伤。该方法从摩擦模型出发，指出正则化参数可

以通过“摩擦力”大小直接确定，并能控制解的稀疏性。数值算例表明，通过对比 L2正则化方法和 L-

图 5 基于挥舞模态数据的识别结果（使用L2正则化）

Fig. 5 The identification results based on the flapwise modal data (with L2 method)

图 6 基于翼弦模态数据的识别结果（使用L2正则化）

Fig. 6 The identification results based on the chordwise modal data (with L2 method)
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curve方法，所提方法不仅计算效率高且可以准确快速地识别出旋转梁的损伤程度和位置。同时，所提的

快速稀疏正则化方法表明，基于挥舞模态数据的识别结果要优于基于翼弦模态数据的识别结果，这是因

为翼弦运动方程更为复杂，容易受到旋转速度的影响，且模态的灵敏度分析更为困难。

附 录

公式（1）是建立在旋转坐标系下。设惯性坐标系为 oij，由于轴保持不变，平面发生旋转可表示成图

7。图1中， P点运动到P′，P′的坐标 rp为

rp = (a + x + u ) i + v j + w k . （22）

对 rp关于时间进行求导，那么有

rp = ∂(a + x + u )∂t i + (a + x + u ) ∂i∂t +
∂v
∂t j + v

∂j
∂t +

∂w
∂t k =

∂u
∂t i +

∂v
∂t j +

∂w
∂t k + (a + x + u )

∂i
∂t + v

∂j
∂t . （23）

为了求得
∂i
∂t、

∂j
∂t ，从图7可知，参考坐标系 oij和惯性坐标系 o′i′j′具有性质

é
ë
ê
ù
û
ú
i
j = éëê ù

û
ú

cos α sin α
-sin α cos α

é
ë
ê
ù
û
ú
i′
j′ ， （24）

其中α是转过的夹角，既有 α̇ = Ω，对公式（24）关于时间 t求导，可得

表 1 基于快速稀疏正则化的旋转梁损伤识别结果

Table 1 Identification result of rotating beam with the fast sparse regularization approach
工况\变量

真实值

识别值-挥舞模态数据

识别值-挥舞模态数据（噪声）

识别值-翼弦模态数据

识别值-翼弦模态数据（噪声）

识别值-挥舞模态数据（L2）
识别值-挥舞模态数据（噪声）（L2）
识别值-翼弦模态数据（L2）
识别值-翼弦模态数据（噪声）（L2）

p1

0
0
0
0
0
0

0. 004 6
0

0. 001 3

p2

0
0
0
0
0
0

0. 004 8
0

0. 007 1

p3

-0. 300 0
-0. 299 8
-0. 297 9
-0. 299 4
-0. 280 3
-0. 299 8
-0. 250 6
-0. 299 9
-0. 266 8

p4

0
0
0
0
0
0

-0. 044 9
0

0. 012 7

p5

0
0
0
0
0
0

0. 005 9
0

-0. 026 6

p6

0
0
0
0

-0. 024 3
0

0. 011 5
0

-0. 053 6

p7

0
0
0
0
0
0

0. 006 5
0

0. 000 3

p8

0
0
0
0
0
0

0. 000 2
0

0. 012 4

p9

0
0
0
0
0
0

-0. 020 9
0

-0. 004 2

p10

0
0

-0. 007 5
0
0
0

0. 006 0
0

0. 011 5

p11

0
0
0
0
0
0

0. 001 0
0

0. 003 3

图7 旋转梁平面示意图

Fig. 7 Configuration of a rotating flexible cantilever beam in-plane deformation
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∂
∂t
é
ë
ê
ù
û
ú
i
j = Ω é

ë
ê

ù
û
ú

cos α sin α
-sin α cos α

é
ë
ê
ù
û
ú
i′
j′ = éëê

ù
û
ú

0 Ω
-Ω 0

é
ë
ê
ù
û
ú
i
j . （25）

将公式（25）带入公式（23），可得公式（1）。
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